MPSI2, Louis le Grand

Filtrage linéaire

vendredi 3 décembre

Décomposition en sinusoides : fonctions périodiques

Spectre d’un signal

Fourie :

p=0

Fonctions périodiques : série de Fourier
La plupart des fonctions Y (#) T-périodiques peuvent étre décomposées en une série de

+00 an
Y(6)=) Yycos(wpt+y,) avec:w,=—1

La fonction Y, cos (wp,t+1,), p > 1 est dite harmonique de rang n. Celle de rang 1 est
nommée harmonique fondamental.

J. B. F. Fourier, mathématicien frangais (1768-1830).
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Exercice : décomposition de Fourier et valeur efficace

u(t) = Up + Uy cos (2 fi t) + Up cos (2 f 1)

On considere le signal représenté sur la figure ci-dessous qu’on cherche a décomposer selon :

Julien Cubizolles, sous licence .

g

2021-2022


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.0/fr/
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Opérateurs idéaux

1. Déterminer graphiquement la fréquence du fonda-
mental f] et le rang p de ’harmonique fp.

Définition : Opérateurs idéaux
Dans les quadripdles fondamentaux, le signal de sortie est proportionnel au signal d’en-
trée. Lopérateur est dit idéal si :

2. En déduire les valeurs du décalage Uy et des ampli- £
tudes Uy et Up.

3. En déduire le carré de la valeur efficace szf du si- . . , ., . A
¢ « le signal fourni par la source branchée en entrée n’est pas perturbé par le quadripole

gnal en fonction de U?, U12 et Uf,.
« le signal de sortie est indépendant des caractéristiques de la charge branchée en
sortie.

4. Que deviendrait Ugg si on avait :

u(t) =Up+Ujcos(2nfit)+Upcos(2nfpt+m/2)? " . L
( )+ Upcos (2nfy ) Amplificateurs et convertisseurs idéaux

Quelle serait alors 1’allure du signal ?

] Définition : Amplificateurs et convertisseurs idéaux
Egalité de Parseval On distingue :

— Amplificateur idéal de tension Ugy = kUem : Yo =0; Z, =0,
Théoréme : de Parseval - T
Le carré de la valeur efficace d’un signal s(#) périodique est la somme des carrés des Convertisseur idéal tension — courant Iy = [Uem : Yo =0;Y; =0,

valeurs efficaces de ses harmoniques : 1
Convertisseur idéal courant — tension Usm = ;lem : Z,=0;Z, =0,

[es) [es) Y2
2 P 2 _y2 _r
Serp=Yo + ;1 Yoers=Yo + p;l 2 Amplificateur idéal de courant Iy = klem : Z,=0;Y;=0.
Schéma électronique d’un quadripodle Quadripdle suiveur
Définition : Quadripdle linéaire Définition : Quadrip6le suiveur
Un quadripdle est dit linéaire si les tensions d’entrée Ugy, et de sortie Ugy, s’ expriment Un quadripéle suiveur est un amplificateur idéal réalisant Uy, = Uppy, :

comme des combinaisons linéaires des intensités des courants d’entrée I, et de sortie

Im.  en prélevant un courant nul de la source,

Un dipole : . o N
p  en pouvant fournir un courant arbitrairement grand a la charge.

actif branché en entrée est une source,

passif branché en sortie est une charge. .
Fonction de transfert
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Définition : Fonction de transfert
On définit la fonction de transfert d’un quadrip6le linéaire couplant une grandeur X,

Xsm

d’entrée a une grandeur de sortie X en RSE a la pulsation w le quotient : H(jw) =

3. En déduire I’équation différentielle liant us(t) a ue(2).

Fonctions d’un filtre

Fraction rationnelle

Fonction de transfert

La fonction de transfert d’un quadripole linéaire couplant X, a X; est une fraction ration-
nelle en jw :
Xem  Loloap(jow)P
H(jw)==— = -

D

p
=0 p, (jw)

On nomme ordre du quadripéle H le maximum de (7, ng)

« la réponse (sortie/entrée) ne dépend que de w, pas de I’amplitude de I’entrée
« stable a haute fréquence pour n; = n,

« stable a basse fréquence pour ay # 0

le circuit RLC série vu comme un filtre
I Ig=0

em S
On réalise un amplificateur de tension a 1’aide _,_

d’un circuit RLC série comme représenté ci- L

Exercice :

contre dans lequel par exemple Ugy, représente —

. . : 5 < Uem C
I’amplitude complexe de la tension d’entrée en _
régime sinusoidal permanent.

—— ——

1. (a) Quel intérét présente I’ utilisation en sortie ouverte, ie Im =0 ?

(b) Lentrée du quadripdle est-elle idéale ?

2. Déterminer l’expressmn de la fonction de transfert H(jw) =

propre wg = F et le facteur de qualité Q vérifiant Q = L’”O = Rclwo'

Définition : Filtrage d’un signal, bandes passante et coupée
Un quadripdle linéaire de fonction de transfert H(jw) réalise un filtrage du signal d’en-
trée :

en I’amplifiant pour |H(jw)| > 1,
en ’atténuant pour |H(jw)| <1,
en le déphasant pour arg(H(jw)) # 0[27]

en fonction de sa pulsation w, indépendamment de son amplitude.
On nomme :

Bande passante le domaine de pulsations que le filtre doit transmettre,

Bande coupée le domaine de pulsations que le filtre doit éliminer (le reste).

=—. On utilisera la pulsation

vendredi 3 décembre

Filtres idéaux
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Définition : Gain
On nomme gain, noté H, d’un filtre le module de sa fonction de transfert : H(w) =
|H(jw)|. Le gain en décibel, noté G;p est défini par G5 = 20log H.

Diagramme de Bode

Définition : Passe-bas du 1¢'ordre
Un filtre est un passe-bas du 17 ordre si sa fonction de transfert est de la forme :

Définition : Diagramme de Bode
Le diagramme de Bode d’un quadripdle est constitué :

 de la représentation de son gain en décibel,
o de I’argument de sa fonction de transfert,

en fonction de logw/w,, ol w, est une pulsation caractéristique du filtre.

Définition : Octave et décade

Une décade est un intervalle de fréquence [w;; w2], avec wy = 10w, soit log Z)Ti =log Z’Ti +
1.

Une octave est un intervalle de fréquence [w1;w>], avec w2 = 2w, soit log‘z—i = log% +
0,3.

Pulsation de coupure

Définition : Pulsation de coupure

On nomme pulsation de coupure @ —3d B une pulsation w, a la frontiere entre une bande
passante et une bande coupée d’un filtre au-dela de laquelle le gain G4 en décibel est
inférieur & G50 —20log V2 = G40 — 3, avec Ggpo le gain en décibel en bande passante
dans le diagramme asymptotique.

Modéle

= ep i
avec Hj réel et w, réel positif.
Diagramme de Bode

“"'l ™ IIIIII| ™ IIIIIIl — Illllll — IIIIII| T IIIIII TT IIIIIII TT IIIIIIl TT IIIIIII TT IIIIIII T

0F . OF —== i

—40 F . L - = .

0 ITIT BRI BT AR ETTT B AR RTTIT B 2 [T BRI BRI BT B A STl B

1072 107! 10 10" 10 1072 107" 10° 10' 107

w/w; w/w,

Caractére intégrateur

Définition : Circuit intégrateur idéal

La fonction de transfert d’un filtre intégrateur idéal est : H = Holf’—;) avec Hj réel et w,
réel positif. Les variations de sa tension de sortie, s(¢), sont proportionnelles a I’intégrale
de sa tension d’entrée e(z) : s(£) — s(fp) o< ftf) e(n)dz.

Caractére pseudo-intégrateur
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Pseudo-intégrateur Caractére dérivateur et pseudo-dérivateur

Un filtre passe-bas du 1¥*ordre de pulsation de coupure w, est un pseudo-intégrateur. 11
est :

Définition : Circuit dérivateur idéal )
La fonction de transfert d’un filtre dérivateur idéal est : H = HO%. Sa tension de sortie

N e 2 . , de(?)
. . . .. . est proportionnelle & la dérivée de sa tension d’entrée : s(f) x
 suiveur, ie réalise s(t) « e(t), pour e(t) sinusoidale de pulsation w < w,. d

o intégrateur, ie réalise s(f) — s(fp) o ftf) e(t)dt, pour e(#) sinusoidale de pulsation
W > we,

Modéle

Pseudo-dérivateur
Un filtre passe-haut du premier 1°"ordre de pulsation de coupure w. est un pseudo-
dérivateur. 1l est :

Définition : Passe-haut du 1¢"ordre
Un filtre est un passe-haut du 1°" ordre si sa fonction de transfert est de la forme :

o= ]H()wﬂc _ H(] de(t)
=T 14 T e o dérivateur ie réalise s(t) x ——, pour e(t) sinusoidale de pulsation v < w,,
]wc J o dr
avec Hj réel et w, réel positif. « suiveur, ie réalise s(f) o< e(r), pour e(r) sinusoidale de pulsation w > w,.
Diagramme de Bode
IIIIII T IIIIIII T IIIIIII LI IIIIIII T IIIIIIII T
IIIIII T IIIIIIII TT IIIIIII T IIIIIIII TT IIIIIII T E - — .
0F . 2 T~ Mise en cascade
*. Si chacun des filtres d’une cascade de filtres est idéal en sortie, la fonction de transfert
- ] i Y i de I’ensemble est le produit des fonctions de transfert de chaque filtre. On a alors G5 =
. \ YGigpetp=%;p;.
Tl | _
5 -20¢ 1% \
—40 - -1 - ; -
ool ol oyl sl ol 0 T TR BT BT BT I
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(L)/(A)C Cl)/(l)c

Diagrammes de Bode asymptotiques
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RLC série en passe-bas d’ordre 2

Finesse d’une résonance

Définition : Finesse
On note wy la pulsation telle que G;p(wo) = G4B,max €St maximal, w; (resp. wy avec
w1 < wy) les deux pulsations telles que Gap(w) = GiB max — 20log(v/2) = GaB,max — 3.
La finesse de la résonance est : N

0

wr—w1
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Finesse d’un passe-bande d’ordre 2
La finesse d’un passe-bande d’ordre 2 est égale a son facteur de qualité :

F=Q

Exercice : effets d’un filtre sur un spectre

Exercice : Paramétres canoniques d’un filtre

1. Déterminer les parametres Hp, f; du filtre passe-haut du premier ordre suivant :

2
H=——77—,
= 3-j105/f

avec f exprimé en Hz. On rappelle la forme canonique :

Hy

we
1+ja)

H=

2. Déterminer les parametres Hy, fo et Q du filtre passe-bas du deuxiéme ordre suivant :

3
5+ 71075 f—108f2’

H=

avec f exprimé en Hz. On rappelle la forme canonique :

Hy
Hz ———
g+ (5)

3. Déterminer les parametres Hy, fo et Q du filtre passe-bande du deuxiéme ordre suivant :

if

H= —24 |
— 4jf-10"3f2+103

avec f exprimé en Hz. On rappelle la forme canonique :

Hy

D)

50 mH

Exercice : Effets de filtres mécaniques

monique mécanique amorti par frottement fluide.

masse mobile m est soumise 2 une force dite «d’inertie» égale 3 F = —md.

(k,£,)  Masse mobile m (k ¢,)

c
() . (f)
— -,

L R
Tp To

1em
Photographie d'un accélérometre Schéma de principe du fonctionnement
deux axes : le capteur MEMS est
itué au centre (source Analog

mécanique de I'accélérometre suivant un axe

_30 j\ TTT] T T 11117 T T TTTTT] t

On considere le spectre d’un ré4 (de fréquence F -)‘+\ 1

587,5Hz) de guitare donné ci-contre. . —40 = ot i + B

Pg =50 ” : + ; ! T+ g

1. Déterminer I’allure du spectre du signal < _e0f o _“_'|+T -H. 3

obtenu quand on applique un passe-bas g 0 R W ;‘::# i

d’ordre 1 de fréquence de coupure 500 Hz. = P ut 1—1‘;’* #,,‘ & g

—-80 | -

. . 3 , E [ +'| n|

2. Comment choisir la fréquence de réso- < _90 | ﬁ& =

nance et le facteur de qualité d’un filtre 5 ]

, . . —-100 - -

passe-bande d’ordre 2 pour obtenir un si- FHH FHHH T 1
gnal quasi sinusoidal correspondant au 102 103

3. Proposer un montage possédant ces parametres en utilisant entre autres une bobine de

1. Un accélérometre comme ceux équipant les téléphones portables peut étre modélisé comme un oscillateur har-

Quand I’appareil est soumis 2 une accélération @ = aey par rapport a un référentiel galiléen, on montre que la

(a) La masse m est soumise a I’action de deux ressorts identiques (k, £o) et de deux frottements fluides. On

pose xp 1’abscisse du bati auquel sont attachés les ressorts et x¢ celle de la masse dans un référentiel gali-
léen. La force de frottement fluide subie par la masse a pour expression —2f (x¢ — X). Etablir I’équation
différentielle canonique vérifiée par la différence X = x¢ — xp. Identifier une pulsation propre wg et un
facteur de qualité Q.
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(b) La fréquence propre vaut fp = 5,5kHz et le facteur de qualité vaut Q = 5. Le bati est soumis a une accé-
1ération sinusoidale a = ag cos(wt). Tracer 1’allure de X;;,/ag en fonction de w. Quelle est la nature du

filtre ?

(c) La masse est m = 1pg. Déterminer la valeur de X;, quand on utilise 1’accélérométre pour mesurer 1’ac-

célération de la pesanteur g =9,8m-s 2.

(d) Pour quelle(s) fréquence(s) 1’accélérometre surestimera-t-il (resp. sousestimera-t-il) 1’accélération a la-

quelle il est soumis d’un facteur 3 ?

2. On étudie le mouvement d’un véhicule muni d’une suspension. On note hg + z I’altitude du véhicule (avec hg
I’altitude au repos) et z, celle de la chaussée dans le référentiel terrestre.

(a) Faire un schéma en modélisant la suspension par un systeéme masse-ressort vertical amorti par frottement

fluide.

(b) On modélise le profil de la chaussée par une variation sinusoidale z, = Zy cos(kx) avec x la coordonnée
horizontale et on s’intéresse a la réponse z = Z;,/ Zp en fonction de la vitesse vy selon x. Quelle doit
étre la nature du filtrage réalisé pour assurer le confort (et la sécurité) du véhicule ? Comment choisir son

facteur de qualité ?

o filtres d’ordre 1

o composition de filtres

Indispensable

« principe et éléments d’un diagramme de Bode

o diagrammes asymptotiques
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